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Abstract

Nous introduisons un probléme d’allocation équitable de
ressources multiniveaux avec des relations hiérarchiques
arborescentes entre les agents. A chaque niveau, le pro-
bléme peut étre considéré localement comme la réparti-
tion du lot de ressources d’un agent entre ses enfants, [’al-
location globale étant la trace de ce processus itéré jus-
qu’aux feuilles. Chaque neeud interne peut ainsi potentiel-
lement posséder son propre mécanisme d’allocation local.
Nous proposons deux algorithmes en supposant des utili-
tés de rang de matroide au niveau des feuilles et des uti-
lités additives pour les neeuds internes : un algorithme sé-
quentiel descendant en temps polynomial, générique (com-
patible avec divers algorithmes locaux) et offrant des ga-
ranties théoriques d’efficacité et d’équité ; ainsi qu’une ex-
tension du General Yankee Swap adaptée a ce cadre, qui
s’exécute en temps polynomial, garantit ’efficacité et fait
preuve d’une forte équité empirique en pratique.
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1 Introduction

Un probleme d’allocation de ressources multi-agents
consiste a déterminer une distribution équitable et/ou effi-
cace d’un ensemble de biens parmi un ensemble d’agents
[9]. La plupart des travaux existants supposent que les biens
sont alloués directement aux agents ou aux groupes qui
les utiliseront, mais dans de nombreux contextes réels, les
agents appartiennent a des organisations hiérarchiques : des
groupes sont imbriqués dans des groupes plus vastes, for-
mant une organisation hiérarchique multiniveaux. Une telle
hiérarchie peut étre naturellement modélisée sous la forme
d’un arbre orienté, ou chaque nceud est responsable de 1’al-
location du lot de biens qu’il regoit a ses enfants.

Considérons 1’allocation de bureaux a des chercheurs au
sein d’une université présentant une structure hiérarchique
typique : I’université est composée de départements, conte-
nant chacun des laboratoires, qui comprennent a leur tour
des groupes de recherche constitués de chercheurs indivi-
duels. Le processus d’allocation se déroule généralement
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par étapes : les bureaux sont d’abord répartis entre les dé-
partements, puis entre les laboratoires au sein de chaque
département, ensuite entre les groupes de recherche au sein
de chaque laboratoire, et enfin entre les chercheurs indivi-
duels. Dans un tel cadre, 1’équité doit étre appliquée au sein
de chaque niveau hiérarchique (par exemple, entre les dé-
partements ou entre les groupes de recherche d’un méme
laboratoire), plutdt qu’entre les différents niveaux, puisque
les entités situées a des niveaux différents représentent des
entités incomparables. Cet exemple s’étend a de nombreux
problémes d’allocation a travers des territoires et des orga-
nisations hiérarchiques. De plus, des applications peuvent
émerger méme en I’absence de hiérarchie explicitement dé-
finie. Par exemple, lors de I’attribution d’emplois a des per-
sonnes au chomage caractérisées par leur genre, leur age
et leur niveau d’études, on peut d’abord se concentrer sur
I’équité de genre (par exemple, en accordant plus de poids
aux femmes pour pallier leur sous-représentation), puis sur
1I’équité selon le niveau d’études pour les femmes (afin de
promouvoir des femmes plus qualifiées) et sur I’age pour
les hommes en attribuant un poids égal a chaque tranche
d’age (pour équilibrer la représentation). De telles préfé-
rences hiérarchiques peuvent étre naturellement représen-
tées dans le cadre multiniveaux par un arbre orienté dont
les noeuds sont pondérés. Notons que ce dernier exemple
est étroitement lié aux politiques de discrimination positive
du monde réel, telles que le systeme de quotas en Inde.

Différentes hypotheses peuvent étre formulées concernant
I’utilité des noeuds (agents) de I’arbre. Pour les noeuds in-
ternes, on pourrait supposer (i) que les agents ne se sou-
cient que du lot qu’ils regoivent et ignorent 1’allocation
ultérieure de ces biens; (ii) que les agents ont des préfé-
rences sur les propriétés de I’allocation a leurs enfants ; ou
(iii) que les agents ont des préférences qui dépendent des
utilités effectives de leurs enfants. Dans cet article, nous
adoptons I’hypothese (iii), qui reflete 1’idée que les enti-
tés internes n’agissent pas comme des agents mus par leur
propre intérét, mais plutét comme des organes représenta-
tifs de leurs membres. Par exemple, 1’objectif d’un dépar-
tement est de maximiser la satisfaction globale des labo-
ratoires qu’il contient, et de méme, un laboratoire vise a
maximiser la satisfaction de ses groupes de recherche.

Enfin, nous adoptons des utilités de rang de matroide
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(matroid-rank) pour les feuilles, une classe de valuations
bien établie qui capture de maniere succincte les préfé-
rences pour la diversité des biens. Des exemples de telles
préférence incluent des étudiants privilégiant des cursus
couvrant plusieurs disciplines, ou des problemes d’alloca-
tion avec des contraintes de diversité pouvant interdire le
dépassement de quotas par catégorie [0]. Contrairement aux
utilités additives, les valuations de rang de matroide ont un
pouvoir expressif limité sur les singletons, mais gagnent
en richesse grace a leur structure sous-modulaire, qui per-
met de capturer les complémentarités et les rendements dé-
croissants. Une propriété remarquable des préférences de
rang de matroide est qu’elles permettent 1’existence d’al-
locations satisfaisant simultanément I’efficacité et I’équité,
comme 1’ont observé plusieurs papiers [/, 5, |9]. Dans cet
article, nous montrons que cette propriété souhaitable peut
étre étendue a notre cadre multiniveaux.

Allocation de vaccins. Une illustration concrete de notre
modele, combinant structure hiérarchique et préférences de
rang de matroide aux feuilles, est le probleme de la distribu-
tion équitable des vaccins pendant la pandémie de COVID-
19. Garantir ’équité territoriale importait non seulement
pour des raisons morales, puisqu’en 1’absence de coordina-
tion les pays riches peuvent s’assurer plus de doses que né-
cessaire au détriment des pays plus pauvres, mais aussi pour
des raisons épidémiologiques, la vaccination a 1’échelle
mondiale étant essentielle pour empécher une résurgence
de I’épidémie. Des préoccupations similaires ont émergé a
I’échelle nationale : en France, par exemple, certains parle-
mentaires ont souligné des disparités dans 1’allocation des
vaccins entre les régions, certaines zones recevant signifi-
cativement plus de doses que d’autres. De tels défis liés a
la distribution territoriale équitable peuvent étre naturelle-
ment traités dans le cadre que nous proposons, lequel per-
met d’intégrer des considérations d’équité a travers de mul-
tiples niveaux administratifs. En particulier, I’allocation de-
vrait étre équitable entre les pays, par exemple proportion-
nellement a leur population, puis récursivement équitable a
travers les subdivisions territoriales successives au sein de
chaque pays, pour descendre in fine au niveau des hdpitaux
ou centres de vaccination.

De plus, les préférences des hopitaux ou des centres de vac-
cination peuvent étre naturellement modélisées a 1’aide de
fonctions de rang de matroide. Considérons par exemple
une situation dans laquelle un stock fixe de doses de vac-
cin doit étre distribué entre des hdpitaux ou des centres de
vaccination a 1’échelle mondiale. Chaque hdpital a une ca-
pacité de stockage, limitant le nombre total de doses qu’il
peut conserver en toute sécurité. En outre, les hopitaux
peuvent approuver ou désapprouver certains vaccins spé-
cifiques ; pendant la pandémie de COVID-19, par exemple,
certains pays ont refusé ou restreint 1’utilisation de doses
de vaccins provenant de certains fournisseurs étrangers. Par
conséquent, chaque hdpital cherche a recevoir le plus grand
nombre possible de doses parmi les vaccins qu’il approuve,
tout en respectant ses contraintes de capacité.

Travaux connexes. Récemment, 1’équité de groupe est de-
venue un sujet actif dans le domaine du partage équi-

table. Par exemple, [, |/] ont étudié des notions d’équité
de groupe exigeant que 1’équité soit respectée entre n’im-
porte quel groupe, et ont introduit différentes relaxations
de I’absence d’envie de groupe (group envy-freeness).
Lorsque les groupes sont prédéfinis, plusieurs notions et al-
gorithmes ont également été proposés [0, |3, 15, 3]. Nous
nous concentrons sur des feuilles ayant des valuations de
rang de matroide. Plusieurs articles étudient des problemes
classiques d’allocation (mono-niveau) ou les agents pos-
sedent de telles utilités [/, 5, !9]. En particulier, notre
second algorithme étend le General Yankee Swap [!Y]
a notre cadre multiniveaux. Les travaux de [10, 10, 7],
qui cherchent a concilier les perspectives des groupes et
des agents individuels, présentent également des similari-
tés avec notre contribution. Plus précisément, [ | 0] étudient
I’absence d’envie individuelle et de groupe dans des confi-
gurations ou les valuations des groupes dépendent des va-
luations des agents qui les composent, et proposent des al-
gorithmes offrant des garanties a ces deux niveaux. En re-
vanche, [ | (] font valoir que les agents situés a différents ni-
veaux peuvent avoir des préférences distinctes, soulignant
notamment que les préférences des groupes n’agrégent pas
nécessairement les valuations de leurs membres (alors que
nous supposons dans cet article que les nceuds agregent
I'utilit¢ de leurs enfants). Enfin, [] étudie un probléme
d’allocation bi-niveaux, motivé par le fonctionnement de
certaines associations d’aide alimentaire. Contrairement au
notre, leur article se concentre sur des mécanismes d’en-
cheres. L’ensemble de ces travaux se limite toutefois a des
environnements a deux niveaux. De plus, notre cadre pré-
sente des similitudes avec le récent modele de répartition
de sieges multiniveaux (multilevel apportionment) de [ ! 7].
En effet, leur modele hiérarchique est similaire au notre, re-
présentant la hiérarchie au moyen d’un arbre. Cependant, la
portée de leur article se limite spécifiquement aux méthodes
de répartition de sieéges, un sous-domaine particulier de I’al-
location de ressources. Notre modele partage également des
points communs avec les récents travaux sur I’équité locale
[/, ], dans la mesure ou la structure hiérarchique induit
une forme de contrainte de visibilité (par exemple, seuls les
laboratoires rattachés au méme département peuvent com-
parer leurs situations respectives).

Contributions. Dans cet article, nous introduisons formel-
lement les problemes d’allocation équitable multiniveaux et
proposons deux algorithmes pour les résoudre. Nous sup-
posons que les feuilles de 1’arbre (par exemple, les groupes
de recherche ou les personnes au chdmage) possedent des
fonctions d’utilité de type rang de matroide, et que chaque
nceud interne vise a maximiser le bien-étre utilitariste de ses
enfants (c’est-a-dire que son utilité est égale & la somme
des utilités de ses enfants). Le premier algorithme, intro-
duit dans la Section 3, est une méthode descendante en
temps polynomial satisfaisant plusieurs propriétés d’équité
et d’efficacité. Cependant, comme discuté dans la Section 5,
il peut s’avérer lent en pratique. Par conséquent, nous pro-
posons un algorithme plus rapide dans la Section 4, éten-
dant le General Yankee Swap [ 9], qui garantit I’efficacité
et démontre une forte équité empirique.



2 Modele

Nous considérons des problemes d’allocation ou un en-
semble de m biens, noté G ={g1,. . ., gm }, doit &tre distribué
parmi des agents organisés selon une structure hiérarchique.

Structure hiérarchique. Nous considérons un probleme
d’allocation multiniveaux représenté par une arborescence
(c’est-a-dire un arbre orienté enraciné dans lequel toutes les
arétes pointent a I’opposé de la racine), notée T = (N, E).
Ici, N = {1,...,n} est 'ensemble des nceuds représentant
les agents, et £ est I’ensemble des arétes orientées qui repré-
sentent les relations hiérarchiques entre eux. Nous suppo-
sons que les nceuds sont indexés selon un ordre topologique
de T, de sorte que le nceud 1 est la racine. De plus, chaque
nceud ¢ € N est associé a un poids w; > 0 représentant la
prétention (entitlement) de 1’agent i, tel que requis par cer-
tains criteres d’équité. Soit C(7) I’ensemble des enfants du
neeud ¢, défini par C(i) = {j € N : (4,5) € E}. Soit P(i)
le parent de 4, ¢’est-a-dire I'unique nceud tel que (P(i),7) €
E. Nous notons Anc(i) I’ensemble des ancétres de 4, ¢’est-
a-dire les nceuds sur I’unique chemin allant de la racine 1
a 4, en excluant ¢. Pour tout nceud 7, soit 7; = (N, &;) le
sous-arbre de 7 enraciné en ¢, constitué de tous les nceuds et
arétes appartenant aux chemins qui commencent en ¢. Soit
L(4) I’ensemble des feuilles de 7;, formellement défini par
L(3) = {5 € N; : C(j) = 0}. Soit Z(i) 'ensemble des
neeuds internes de 7;, défini par Z(¢) = A; \ L£(¢). Enfin,
nous écrivons simplement Z := Z(1) et £ := L(1) pour
désigner, respectivement, les ensembles des noeuds internes
et des feuilles de I’arbre tout entier.

Allocations. Nous introduisons maintenant les types d’al-
location pertinents :

Définition 1 (allocation multiniveau). 7 : N — 29 est
une allocation multiniveaux si elle satisfait les propriétés
suivantes : (i) (1) = G, (i) w(i) 2 U;cc (i) 7(J) pour tout
i € Z, er (iii) w(¢) N w(j) = O pour tous i,j € N tel que
P(i) = P(j), ou w(i) dénote le lot d’un nceud i € N.

Nous exigeons que la racine possede tous les biens (c.-a-d.
(1) =G) uniquement pour garantir qu’aucun n’est écarté a
priori. Notons que nous n’imposons pas (i) =Uecc(:)7(j)
pour tout ¢ € Z, ce qui permet aux nceuds de ne pas al-
louer tous leurs biens, notamment pour satisfaire leur cri-
tere d’équité. A la place, nous imposons seulement 7 (i) D
Ujec(iym(j) pour rendre le modele aussi général que pos-
sible. Par exemple, cela englobe les problemes d’allocation
avec charité [ 1]), et cela s’aligne avec la plupart des études
portant sur les valuations de rang de matroide [/, | V], qui se
restreignent aux allocations non redondantes (c’est-a-dire
que seuls les biens ayant une utilité marginale positive sont
attribués). Enfin, nous exigeons que chaque nceud interne
alloue chacun de ses biens a au plus un de ses enfants. Soit
II ’ensemble de toutes les allocations multiniveaux.

Définition 2 (allocation multiniveaux restreinte). Pour une
allocation multiniveaux © € 11 et un ensemble de neeuds
N C N, larestriction de m a N est 7|y = (7(7))ien-

Définition 3 (allocation locale). Efant donné un ensemble
de neuds N C N et un ensemble de biens S C G, A :
N — 25 est une allocation locale si |J;cy A(1) C S et
A(i) N A(3) = 0 pour tous i,j € N.

Pour tout N C A et S C G, soit A% 1’ensemble des al-
locations locales correspondantes. Notons que pour toute
allocation multiniveaux 7 €I et tout 7 € Z, I’allocation res-

treinte 7|c(;) est une allocation locale appartenant a Agg;

Modele d’utilité. Soit v; : II — R>( la fonction d’utilité
dunceud i € NV, et soit v = (v;);enr- Notons que la fonction
d’utilité est définie sur I’ensemble des allocations multini-
veaux (plutdt que sur des lots de biens), puisqu’une utilité
d’un nceud peut dépendre de la maniere dont les biens sont
alloués a ses enfants, ou a tout autre nceud de ’arbre. Dans
cet article, pour tout nceud interne ¢ € Z et toute allocation
multiniveaux 7 € II, v;(7) quantifie un certain concept de
bien-étre global dérivé des enfants de 7 a partir de 7. Nous
nous concentrons ici sur le bien-étre utilitariste, c’est-a-dire
v;(7) = 3 ec( v (). Par conséquent, nous supposons
que les nceuds internes ont des utilités additives sur leurs
enfants. Cette hypothese est réaliste dans de nombreuses
applications ou les nceuds internes représentent des enti-
tés dont 1’utilité découle uniquement de la satisfaction de
leurs membres. Remarquons que, par linéarité de la somme,
v () peut étre réécrit vy () = > ¢ £(;) V() Ol la somme
porte sur les feuilles du sous-arbre 7;. Dans certaines appli-
cations, nous pourrions envisager des modeles plus com-
plexes intégrant une composante personnelle en plus de la
dépendance envers les enfants. Nous laissons cette exten-
sion pour des travaux futurs.

En revanche, I’utilité de toute feuille « € £ ne dépend que
du lot de biens qu’elle recoit (puisqu’elle n’a pas d’enfants).
Par conséquent, il existe une fonction u,, : 29 - R telle
que v () = u,(7(x)) pour toute allocation multiniveaux
m € I1, et nous supposons que u,(#)) = 0. Nous supposons
également que u, appartient a la classe des fonctions de
rang de matroide, également connues sous le nom d’utilités
sous-modulaires binaires.

Définition 4 (fonction de rang de matroide). Une fonc-
tion d’ensemble v : 29 — Rsq est une Fonction de
Rang de Matroide (MRF) si elle satisfait : (i) Monotonie :
u(S) < w(T) pour tour S CT C G, (ii) Sous-modularité :
AY(S,g) > A“(T,g) pour tout S C T C G et tout
g € G\T, et (iii) Gain marginal binaire : A*(S, g) € {0,1}
pour tout S C G et tout g € G\ S, on A%(S,g) =
u(S U {g}) — u(S) est le gain marginal de g étant donné
S, pourtout S C Gettout g € G\ S.

(4 LabH1) (5: LabH2) (6: LabCS1) (7 : LabCS2)

FIGURE 1 — La structure hiérarchique d’une université.
Exemple 1. Une université doit allouer 6 bureaux G =
{a,b,c,d,e, f} a deux départements (Humanités et Infor-
matique), qui a leur tour les distribueront parmi leurs labo-
ratoires respectifs (voir Fig. I).



Les laboratoires sont les feuilles. Leurs utilités type rang de
matroide sont les suivantes : LabH1 obtient une utilité de 1
s’il recoit n’importe quel bureau; LabH?2 se comporte de
maniére similaire, a I’exception du bureau a qu’il ne désire
pas; LabCS1 et LabCS2 ont des valuations additives bi-
naires et approuvent tous les biens. Supposons que DeptH
et DeptCS regoivent {a,b} et {c,d,e, f} respectivement,
puis attribuent leurs biens de sorte que LabHI, LabH2, et
LabCS1 regoivent {a}, {b}, et {c,d, e, [}, respectivement,
laissant LabCS2 avec un lot vide. Cette allocation multini-
veaux, notée , vérifie :
Neeud i 1 2 3 I 6 7

(i) {a,b,c,d,e, f} {a,b} {c,d,e,f} {a} {b} {c. d,e,f} 0
v;() 6 2 4 1 1 4 0

On pourrait se demander si [’allocation effectuée par ’uni-
versité est efficace et équitable, dans un certain sens, vis-a-
vis des départements, en considérant I’allocation restreinte
T|cq1y (qui est I'allocation locale dans Ag(l) définie par

Tle1)(2) = {a, b} et wlcy(3) = {c, d, e, f}).

Notre objectif est de calculer une allocation multiniveaux
qui garantisse simultanément un bien-étre élevé et satis-
fasse un critere d’équité vis-a-vis des enfants de chaque
nceud (interne).

Criteéres d’efficacité. Nous introduisons maintenant les no-
tions d’efficacité considérées dans cet article.

Définition 5 (non-redondance par rapport a v). L’alloca-
tion multiniveaux w € II est non redondante si v;(m) —
vi(m_g) > 0 pour tout i € N et tout g € w(i), ott m_
désigne I’allocation multiniveaux obtenue a partir de 7 en
retirant g de tous les lots w(i), i € N, qui incluent g.

Définition 6 (optimalité utilitariste multiniveaux par rap-
port & v). Etant donné une allocation multiniveaux quel-
conque 7 € 11 et un neeud interne quelconque i € T, T|c(;)
est optimale au sens utilitariste par rapport a v si et seule-
ment si pour toute ™' € 1l telle que 7'(i) = m(i), nous

avons : ’
Dm0 ()
JEC(3) JEC(3)
m € II est dite optimale au sens utilitariste multiniveaux

par rapport & v si T|c(;) est optimale au sens utilitariste par
rapport a v pour tout © € L.

Notons qu’une allocation optimale au sens utilitariste mul-
tiniveaux peut étre calculée en temps polynomial, grace
a D’additivité de v;, pour tout ¢ € Z. En effet, il suffit
de trouver une allocation locale A € A% qui maximise
> wer Ue(A(z)), puis de définir 7(x) = A(z) pour toutes
les fevilles x € L et 7(i) = Ugyeri)A(z) pour chaque
nceud interne ¢ € Z. Puisque chaque u, est une fonction
de rang de matroide, A peut étre calculée en temps poly-
nomial : ce probleme a déja été abordé en partage équi-
table par des articles antérieurs [/, 5], qui montrent qu’il
peut étre résolu en temps polynomial en le réduisant a un
probléme d’intersection de matroides [ | ”]. Dans la preuve
du Théoreme 2, nous montrons qu’il peut étre résolu en-
core plus rapidement en utilisant le probleme de partition
de matroides, dont le meilleur algorithme disponible a une

complexité inférieure a celle du probléme d’intersection de
matroides [ | ©]. Néanmoins, nous soulignons qu’une alloca-
tion optimale du point de vue utilitariste multiniveaux n’est
pas nécessairement équitable parmi les enfants de chaque
nceud (voir Exemple 2).

Criteres d’équité. Nous considérons des criteres d’équité
comparant les allocations a travers leurs vecteurs d’uti-
lité. Dans cet article, nous considérons un ensemble F
de quatre criteres d’équité bien connus qui permettent la
comparaison de n’importe quelle paire de vecteurs d’uti-
lité, induisant ainsi un ordre total > sur les allocations lo-
cales possibles : la dominance de Lorenz, le bien-Etre de
Nash pondéré maximum, le leximin pondéré, et le bien-
étre des moyennes pondérées d’ordre p maximum. Nous
définissons un critere d’équité spécifique au nceud ¥; pour
chaque nceud interne ¢ € Z. Dans notre cadre, cela revient
a comparer les vecteurs d’utilité des allocations locales au
nceud 7. Spécifiquement, étant donné une allocation multi-
niveaux 7 € II, le vecteur d’utilité de 7|¢(;) est défini par
_—

vi(mlewy) = (viy (1), vi, (), ... v, () Oy, . . ., i, sONL
les enfants de ¢, ordonnés par leur indice. Etant donné deux

allocations multiniveaux 7, 7" € II, nous disons que 7|¢(;
est plus équitable par rapport a W; et v que 7'|¢(;) si

vi(7lewy) =w, vil7|ew))
également noté par 7lc;) =Y, 7| par concision.
Soit ¥ = (U, );cz. Nous définissons maintenant la notion
d’équité multiniveaux associée.

Définition 7 (V-maximisante multiniveaux par rapport a v).
Etant donné une allocation multiniveaux quelconque m € T1
et un neeud interne quelconque i € I, T|c(;) est dite V;-
maximisante par rapport & v si pour toute 7' € 11 telle que
7' (3) = (i), nous avons :
Tlew =w, ™lew)

7w € II est U-maximisante multiniveaux par rapport a v si
7|c@) est Vi-maximisante par rapport a v pour tout i € I.

Nous définissons ensuite les quatre notions d’équité consi-
dérées dans I’article, adaptées a notre cadre multiniveaux.

Définition 8 (dominance de Lorenz par rapport a v). Etant
donné une allocation multiniveaux © € 11 et un nceud in-
terne i € I dont les enfants sont {i1,... iy}, T|c(;) est
dominante au sens de Lorenz par rapport & v si pour toute
7' € M telle que 7' (i) = (i), nous avons :

k
Vk/’ € {1,...,]9}7 ZS(W|C(1))1§ Z ZS<7T/|C(i)>t
t=1

—_— — =t —
ou s(+) est le vecteur v;(+) trié par ordre croissant, et s(-);
—

est la t*" composante de s(-) pour toutt € {1,...,p}.

Définition 9 (bien-étre de Nash pondéré maximum par rap-
port & v). Etant donné une allocation multiniveaux = € T1
et un neeud interne i € I, m|¢(;) maximise le bien-étre de
Nash pondéré par rapport a v si elle minimise le nombre
d’enfants ayant une utilité nulle, et sous cette contrainte,



satisfait pour toute ' € 11 telle que 7' (i) = 7 (i) :

IRGREN | IR

JEC(1) JEeC(1)

Définition 10 (leximin pondéré par rapport a v). Etant
donné une allocation multiniveaux © € 11 et un nceud
interne i € I dont les enfants sont {i1,...,ip}, T|ce)
est leximin pondérée par rapport a v s’il n’existe aucune
7' € Il avec 7' (i) = w(i) telle que :

e(m'le)) miea e(Tley)

N vi(*)1 vi()p i 5
oi e(-) est le vecteur | =51 =) trié par ordre
i ip

yooeey

croissant, et . est la dominance lexicographique".

Définition 11 (bien-étre des moyennes pondérées d’ordre
p maximum par rapport & v). Etant donné une allocation
multiniveaux m € 11 et un neeud interne i € T, |¢(;) maxi-
mise le bien-étre des moyennes pondérées d’ordre p par
rapport a v pour un certain p < 1 si elle minimise le nombre
d’enfants ayant une utilité nulle, et sous cette contrainte sa-
tisfait pour toute @' € 11 telle que 7' (i) = (i) :

(D2 wiuy(mP)7 = (Y wyuy(a')P)s

jec(i) jec(i)
Ces quatre notions sont compatibles avec 1’optimisation du
bien-&tre utilitariste lorsque les fonctions de valuation sont
des MRF [/, 19].
Nous illustrons maintenant le manque potentiel d’équité
parmi les enfants d’un nceud dans le cadre d’allocations
optimales du point de vue utilitariste multiniveaux, souli-
gnant la nécessité de concevoir des algorithmes qui tiennent
compte a la fois de I’optimisation du bien-étre et de 1’équité.

Exemple 2. Nous utilisons la méme instance que
I’Exemple 1. Comparons les allocations multiniveaux sui-
vantes (nous ne reportons que les lots des laboratoires, car
les lots des départements peuvent ensuite étre obtenus en
prenant ['union des lots de leurs laboratoires respectifs) :
Alloc | LabHl LabH2  LabCSI  LabCS2  utilities

T {a} {b}  {e,d,e, f} 0 (1,1,4,0)

! {v} {a} {c,dye, f} 0 (1,0,4,0)

" | fa} {0} {e.dt  feft (1,1,2,2)
Tout d’abord, remarquons que 7' n’est pas optimale au sens
utilitariste pour DeptH, car échanger a et b entre LabH1 et
LabH?2 donnerait une utilité de 2 au lieu de 1. Ensuite, on
peut montrer que T est optimale au sens utilitariste multini-
veaux mais n’est pas équitable au nceud DeptCS en consi-
dérant la dominance de Lorenz par rapport a v car elle est
dominée par 7. Enfin, 7' est a la fois optimale au sens uti-
litariste multiniveaux et dominante au sens de Lorenz mul-
tiniveaux par rapport a v.

3 Algorithme Séquentiel Multiniveaux

Nous proposons maintenant un algorithme séquentiel mul-
tiniveaux qui suit une approche descendante (fop-down),

1. Given two vectors z,y € R for some positive integer ¢, = lexico-
graphically dominates y if there exists k € {1, ..., c} such that z; = y;
forallj € {1,...,k — 1} and zy, > yp.

s’inspirant des systémes hiérarchiques de la vie réelle (par
exemple, dans les systeémes de déploiement de vaccins, les
doses sont achetées de maniere centralisée puis distribuées
progressivement le long de la hiérarchie administrative, de
I’Etat aux régions, des régions aux départements, et ainsi
de suite). En commengant par la racine, a laquelle est attri-
bué I’ensemble G, nous calculons une allocation locale aux
enfants de la racine. Ensuite, pour chacun de ses enfants,
nous calculons une allocation locale du lot qu’il a recu de
laracine vers ses propres enfants, et ainsi de suite jusqu’aux
feuilles. Nous montrerons qu’une telle approche permet de
construire une allocation W-maximisante multiniveaux et
optimale au sens utilitariste multiniveaux par rapport a v.

Utilité estimée. Afin d’atteindre ’efficacité et 1’équité a
chaque nceud, chacun doit prendre en compte les utilités de
ses enfants lorsqu’il leur attribue des lots de biens. Cepen-
dant, dans notre cadre, chaque noeud interne i € Z possede
une fonction d’utilité v; qui est définie sur I’ensemble des
allocations multiniveaux possibles, et non sur I’ensemble de
tous les lots. En effet, I’ utilité de chaque enfant dépend non
seulement du lot qu’il regoit, mais aussi de la maniere dont
ce lot sera alloué a ses propres enfants (ce qui dépend éga-
lement des notions d’équité considérées). Par conséquent,
dans le cadre d’une procédure descendante, 1’utilité d’un
nceud interne est indéterminée jusqu’a ce que les feuilles
soient atteintes, ce qui souligne une difficulté clé inhérente
a I’approche descendante. Pour remédier a ce probleme,
notre algorithme associe a chaque nceud ¢ € A une fonc-
tion d’utilité ; : 29 — Rs( estimant I'utilité v; (7*) ob-
tenue par ¢ a partir de I’allocation multiniveaux 7* € II
finalement renvoyée par 1’algorithme. Cette fonction d’uti-
lité estimée est utilisée comme un substitut de v;. Pour tout
S C G, lavaleur 0;(S) est définie en utilisant les feuilles de
T; comme suit :

max ¢ 4s

0;(S) == 2 2wec(p U(AD)), sii€T,
u; (S), sinon.

Nous montrons dans la preuve du Théoreme 2 que ¥;(.5)
peut &tre calculée efficacement. Pour garantir que 7* est
optimale au sens utilitariste multiniveaux et ¥-maximisante
multiniveaux par rapport a v, notre algorithme construit une
allocation multiniveaux qui est optimale au sens utilitariste
multiniveaux et W-maximisante multiniveaux par rapport a
© en identifiant séquentiellement, a chaque ¢ € Z, une al-
location locale qui est optimale au sens utilitariste et W,-
maximisante par rapport a 0. Nous donnons les définitions
de ces concepts basés sur © ci-dessous.

Définition 12 (optimalité utilitariste multiniveaux par rap-
port a v). Etant donné un lot de biens S C G et un neeud
interne quelconque i € T, l'allocation locale A € .A*g(i) est
optimale au sens utilitariste par rapport a © si, pour toute
A e Ag(i), nous avons :
> 0(AW) = D 0(AG)
jEC() j€CE)

m € II est optimale au sens utilitariste multiniveaux par
rapport & 0 si, pour tout i € I, T|c(;) est optimale au sens
utilitariste par rapport a v pour S = (3).



Etant donné un ensemble de biens S C G et un ensemble
de nceuds N C N, nous définissons le vecteur d’util_ité) es-
timée d’une allocation locale A € A%, comme ;(A) =
('[)il (A(’Ll)), @iz (A(ZQ)), ey @ip (A(Zp))) ol il, ey ’ip sont
les nceuds de N ordonnés par leur indice. A chaque noeud
interne ¢ € 7 avec le lot S C G, nous utilisons la notation
tﬁ,i pour comparer deux allocations locales A, B € Ag(i)

e T TS
en nous basant sur les vecteurs d’utilité 0;(A) et 0;(B).
Cela conduit aux notions d’équité multiniveaux suivantes.

Définition 13 (¥-maximisation multiniveaux par rapport a
0). Etant donné un lot de biens S C G et un neeud interne
i € I, lallocation locale A € Ag(i) est ¥;-maximisante

par rapport a O si, pour toute A’ € Ag(i), nous avons :
0 l
Ay A
7 € II est dite ¥-maximisante multiniveaux par rapport a

0 si, pour tout i € 7, 7T|C(i) est U;-maximisante par rapport
a0 pour S = 7(i).

Il convient de noter la distinction entre les DéEf. 6, 7 et les
Déf. 12, 13 : ces dernieres sont formulées en termes de ©
plutot que de v, et sont définies par rapport aux allocations
locales A € Ag(i) par opposition aux allocations multini-
veaux. Les définitions des notions d’équité dans F définies
par rapport a v sont dans la version complete du papier.

Algorithme. Nous pouvons maintenant formaliser le fonc-
tionnement de 1’algorithme. En commencant au nceud ¢ =
1, auquel est attribué ’ensemble G, nous calculons une al-
location locale A € Ag(i) qui est optimale au sens utili-
tariste et ¥;-maximisante par rapport a 0. Chaque enfant
de la racine j € C(i) recoit ainsi le lot de biens A%(j)
et calculera a son tour une allocation locale dans A?(TJ()] )
pour ses propres enfants, qui est optimale au sens utilita-
riste et ¥ ;-maximisante par rapport a ©. Le processus se ré-
pete jusqu’a atteindre les feuilles. Cet Algorithme Séquen-
tiel Multiniveaux (SMA) construit une allocation multini-
veaux a partir de I’appel initial SMA(1, 7, v, ¥) ot 7 est
telle que (1) = G et w(i) = @) pour touti € N\ {1}. Le
pseudo-code est dans la version complete du papier.

Nous illustrons maintenant une exécution simple de SMA.

Exemple 3. Considérons une instance avec m = 5 biens,
c-a-d. G ={g1,...,95} et n = T agents disposés en un
arbre binaire équilibré : C(1) = {2,3}, C(2) = {4,5}, er
C(3) = {6,7} (comme dans la Fig. I). Les agents ont des
poids wy = 5, wg = 2, et w; = 1 pour i € {4,5,6,7}.
Soit Wy le bien-étre de Nash pondéré maximum et Vo, Wy
la dominance de Lorenz. Les utilités des feuilles sont addi-
tives binaires : les agents 4, 5 et 6 n’accordent de la valeur
qu’aux biens g1, g2, g3 tandis que I’agent 7 n’accorde de la
valeur qu’a gs, g4, g5. L’algorithme commence par I’appel
SMA(1, 7, v, W), avec (1) = G et w(i) = O pour tout
1 # 1. 1l calcule une allocation locale optimale au sens
utilitariste A* € Ag(l) maximisant le bien-étre de Nash
pondéré par rapport a o, par ex., AY(2) = {g1,92,93}
et AY(3) = {ga,95}. Nous mettons a jour w en 7(2) =
{91,92,93} et m(3) = {g4,95}- SMA(2, 7,0, V) calcule

une allocation locale A? € Ag% qui est optimale au sens
utilitariste et dominante de Lorenz par rapport a 0, par ex.,
A%(4) = {g1, 93} et A%(5) = {ga}, et nous fixons m(4)
{91,93} et 7(5) = {g2}. SMA(3,7,v, V) calcule une al-
location locale A3 € Ag((g) avec les mémes propriétés.
Puisque le nceud 6 ne tire aucune valeur de g4 et gs, nous
obtenons A3(6) = 0 et A3(7) = {ga,g5}. Nous mettons
a jour T en conséquence. Puisque les feuilles ne récursent
pas, lallocation finale est : w(1) = G, w(2) = {91, 92,93}
7(3) = {g1, 95}, 7(4) = {1, 95}, 7(5) = {ga}, 7(6) = 0
et 7(7) = {94, 95 }-

Pour prouver que SMA peut étre implémenté en temps po-
lynomial, nous montrons d’abord que les utilités estimées
¥;, pour ¢ € N, sont des MRFs. Les preuves manquantes
sont disponibles dans la version compleéte du papier.

Proposition 1. ©; est une MRF pour chaque neceud i € N

Proof sketch. Nous montrons que, pour tout ¢ € Z, la fonc-
tion 9; coincide avec la fonction de rang du matroide union
formé a partir des matroides associés aux feuilles £(¢). [

Nous montrons ensuite que SMA a une complexité tem-
porelle polynomiale. Dans cette preuve (disponible dans la
version complete du papier), nous montrons que le calcul
de 0;(-) pour tout ¢ € Z se réduit & un probléme de parti-
tion de matroides, qui peut étre résolu en temps polynomial
et présente une complexité inférieure a I’approche standard
d’intersection de matroides pour calculer une allocation op-
timale non redondante.

Théoreme 2. L’algorithme SMA peut étre implémenté en
temps polynomial par rapport a n et m, lorsque V; € F
pour tout v € T.

Soit 7* I’allocation multiniveaux renvoyée par SMA. Pour
montrer que 7" est optimale au sens utilitariste multini-
veaux et U-maximisante multiniveaux par rapport a v, no-
tons d’abord que cela est vrai par rapport a 0.

Lemme 3. 7* est a la fois optimale au sens utilitariste mul-
tiniveaux et V-maximisante multiniveaux par rapport a .

Démonstration. A la Ligne 5, nous avons ™|cwy = Al
pour tous les nceuds ¢ € Z. Puisque A* est a la fois opti-
male au sens utilitariste et W;-maximisante par rapport a ¥
pour S = 7 (i), 7* est optimale au sens utilitariste multini-
veaux et W-maximisante multiniveaux par rapport a v (par
les Déf. 12 et 13). O

La proposition suivante relie ¥ et v afin d’étendre ce résultat
aux valuations d’origine.

Proposition 4. Pour tout i € N, 0;(n*(i)) = v;(n%), et
0;(m(1)) > v;(m) pour toute allocation T € IL

Théoréeme 5. SMA renvoie une allocation multiniveaux
qui est a la fois optimale au sens utilitariste multiniveaux
et V-maximisante multiniveaux par rapport a v.



Démonstration. Par les Déf. 6 et 7, il nous suffit de prou-
ver que 7*|c(;) est optimale au sens utilitariste et W;-
maximisante par rapport a v pour tout ¢ € Z. Tout
d’abord, rappelons que 7*|¢(;) est optimale au sens utili-
tariste par rapport 2 ¢ pour S = (i) (voir Lemme 3).
Par conséquent, » - cciy 05(m7 (1)) = X e 05(A())
est vraie pour toute A € Agzi()l). Ensuite, en utili-
sant la premiere partie de la Prop. 4, nous obtenons
> e Vilm*) = Diecq) 05 (A(4)), ce qui implique tri-
vialement } . cc(;) Uj(Tl'*)*2 > jecq i (m(j)) pour toute
7 €Il telle que 7| € Ag(i()z). Nous pouvons alors déduire
Zjec(i) v; (%) = Zjec(i) 0;(m(4)) = Zjec(i) v; ((4))
a partir de la seconde partie de la Prop. 4, montrant que
7*|¢(;) est optimale au sens utilitariste par rapport a v. Nous
montrons maintenant que 7*|¢(;) est W;-maximisante par
rapport a v. Puisque 7*|¢(;) est ¥;-maximisante par rapport

a v pour S=m(i) (par le Lemme 3), 0;(7*|c(;)) =w, 0i(A)
est vraie pour toute A € Ag;i()i). Par la Prop. 4, 0;(7*(j)) =
v;(m*) est vraie pour tout j € C(i), et donc 0;(7*|c(;)) =

v;i(m*|c()). Ainsi pour toute A € Ag(*i()i), nous avons

vi(T*|e@y) =w, 0i(A), ce qui implique v;(7*|c(;y) v,
;(m|c(iy) pour toute m € II telle que mlc(;) € Ag(*i()i).
Ensuite, en utilisant la seconde partie de la Prop. 4, nous
obtenons ;(|c(;)) =w, vi(7|c(:)). Nous obtenons alors

V(T |e@y) =w, vi(Tle @) )- O

SMA est général au sens ou il peut &tre implémenté en uti-
lisant n’importe quel algorithme congu pour le cadre stan-
dard (mono-niveau) afin de calculer A’ au nceud i € 7,
et il fonctionne avec d’autres criteres d’équité, a condition
qu’il existe une allocation optimale au sens utilitariste qui
soit également équitable. Par exemple, nous montrons dans
la version complete du papier que SMA peut calculer une
allocation multiniveaux sans envie a un bien pres, en uti-
lisant 1’algorithme de [/] et une adaptation appropriée de
I’absence d’envie a notre cadre multiniveaux. Cependant,
bien que SMA puisse s’exécuter en temps polynomial pour
divers criteres d’équité, il reste coiiteux dans la pratique,
comme nous le montrons dans la Section 5.

4 General Yankee Swap Multiniveaux

Dans cette section, nous proposons une extension mul-
tiniveaux du General Yankee Swap (GYS) [!“], noté
MGYS. GYS s’applique aux notions d’équité satisfaisant
deux propriétés : (a) les allocations équitables sont Pareto-
optimales; (b) le critere d’équité possede une fonction de
gain cohérente, décroissante par rapport a l'utilit¢ d’un
agent, qui indique quel agent doit étre priorisé. Les notions
répondant a ces criteres incluent la dominance de Lorenz,
le leximin pondéré, le bien-étre de Nash pondéré maximum
et le bien-étre des moyennes pondérées d’ordre p maxi-
mum. Bien que MGYS produise toujours une allocation
optimale au sens utilitariste multiniveaux par rapport a v,
elle n’est pas nécessairement W-maximisante multiniveaux
et sert donc d’heuristique. Néanmoins, comme le montre

la Section 5, il est beaucoup plus rapide que SMA tout en
atteignant une forte équité en pratique.

Fondamentalement, MGYS revient a appliquer GYS aux
feuilles de I’arbre, avec deux modifications : (i) nous pro-
posons un nouveau critere adapté au cadre multiniveaux
pour sélectionner la feuille a améliorer, et (ii) nous adaptons
les transferts de biens entre agents pour maintenir une allo-
cation multiniveaux cohérente. Nous décrivons maintenant
MGYS, en soulignant les différences avec GYS. Nous mo-
difions d’abord 7 en ajoutant une feuille supplémentaire,
notée 0, dont le parent est 1. Bien que nous ne tenions pas
compte du nceud O lors de la discussion sur I’efficacité et
I’équité, nous le traitons parfois comme un agent ayant pour
fonction d’utilité ug (S) =|S|. MGYS commence avec 1al-
location multiniveaux 7 qui attribue tous les biens au nceud
0. A chaque itération, il sélectionne une feuille qui peut soit
prendre un nouveau bien au nceud 0, soit voler un bien a
une autre feuille sous certaines conditions. Le protocole de
sélection et 1’étape d’allocation sont décrits ci-dessous.

Graphe d’échange et transferts de biens. Le graphe
d’échange d’une allocation multiniveaux donnée m € II,
noté G(r), est un graphe orienté sur I’ensemble des biens
G.llyaunarcde g € G possédé parx € L vers g’ € G
possédé par y € L\ {z} dans G(x) si z est indifférent
entre g et ¢’ étant donné son lot de biens, ¢’est-a-dire si
us((m(z) \ {g}) U {¢g'}) = uy(n(z)). Etant donné une
feuille © € L, soit F(7) = {g € G : A¥ (n(x),g) = 1}
I’ensemble des biens pour lesquels x a un gain margi-
nal strictement positif. Pour toutes feuilles x,y € L avec
T # y, un chemin de transfert est un chemin d’un nceud
dans F,(m) vers un nceud dans 7(y). Etant donné un che-
min de transfert T = (g1, g2, . .., gt), nous appelons aug-
mentation de chemin 1’opération consistant a réallouer le
bien g; au propriétaire de g;—1, g;—1 au propriétaire de
g+—2, €t ainsi de suite, jusqu’a ce que g; soit réalloué a
la feuille z. Un changement supplémentaire par rapport a
GYS est que MGYS s’assure que 7 reste une allocation
multiniveaux apres la réallocation en mettant a jour de ma-
niere appropriée les lots des nceuds internes : lorsqu’une
feuille z regoit le bien g d’une autre feuille 2/, chaque an-
cétre i € Anc(z) \ Anc(z') ajoute g a son lot tandis que
chaque ancétre i € Anc(z') \ Anc(z) le retire.

Fonctions de gain et sélection des feuilles. Comme dans
GYS, notre algorithme utilise des fonctions de gain pour
guider ’allocation vers des résultats équitables. Alors que
GYS sélectionne la feuille a2 améliorer en maximisant sim-
plement la fonction de gain, MGYS le fait en utilisant une
approche descendante. Pour tout nceud ¢ € N\ {1}, soit
&p() (T, 1) la fonction de gain de I’agent i, capturant I’amé-
lioration marginale due a 1’obtention d’un bien sous 1’al-
location 7. Notons que cette fonction dépend de la notion
d’équité de \pr(i) € F, et renvoie un vecteur de dimension
b calculé a partir de v;(). Les fonctions de gain pour les
criteres d’équité susmentionnés sont fournies dans la ver-
sion compléte du papier. A chaque itération, la feuille z
choisie pour amélioration est sélectionnée de maniere des-
cendante : en partant de la racine, nous choisissons I’enfant



i € C(1) \ {0} tel que ¢ (m,4) domine lexicographique-
ment” tous les autres, en départageant les égalités par le
plus petit indice. Nous répétons le processus sur les enfants
de 1, et itérons jusqu’a atteindre une feuille. Cette feuille est
ensuite utilisée pour effectuer une augmentation de chemin,
si possible. Ce processus est appelé Select_Leaf.

Algorithme. MGYS commence avec une allocation mul-
tiniveaux w € II ol chaque bien est non alloué, c’est-a-
dire qu’il appartient au nceud 0. Ensuite, a chaque itération,
nous sélectionnons une feuille z € L selon le protocole
de sélection décrit ci-dessus. Puis, s’il existe un chemin de
transfert de F,(7) vers 7(0), nous trouvons le plus court
et effectuons I’augmentation de chemin correspondante. Si-
non, nous retirons x de 1’arbre puis élaguons itérativement
tout ancétre devenu sans enfant. MGYS s’arréte lorsque les
seuls nceuds restants sont la racine et le nceud 0. Les pseudo-
codes se trouvent dans la version compléte du papier.

Exemple 4. Nous exécutons MGYS sur [l'instance de
I’Exemple 3. Rappelons que U, est le bien-étre de Nash
pondéré maximum, donc pour tout j € C(1), la fonction
de gain est ¢1(m,j) = (1 + 1/vj(m))" si vj(m) > 0,
et arbitrairement grande sinon. Puisque Vo et W3 corres-
pondent a la dominance de Lorenz, nous avons ¢a(m,j) =
¢3(m,j") = —vj(mw) pour j € C(2) et j' € C(3). Initiale-
ment 7(0) = 7(1) = G. A la premiére étape, la feuille 4 est
sélectionnée : le neceud 2 est priorisé a la racine (puisque
les égalités sont départagées par le plus petit indice), et
parmi ses enfants, la feuille 4 est choisie (par départage
d’égalité). Une augmentation de chemin se produit : 4 sé-
lectionne g. Les lots sont modifiés : w(4) = 7(2) = {g1}
et (0) = {go,..., g5} A la deuxieme étape, la feuille 6
est sélectionnée : ¢1(m,3) > ¢1(m,2), et parmi les enfants
de 3, la feuille 6 remporte I’égalité. Une augmentation de
chemin se produit : 6 prend go donc 7(6) = 7(3) = {ga2} et
w(0) = {93, 94, g5 }. Ensuite, la feuille 5 est sélectionnée :
$1(m,2) > ¢1(m,3) et p2(m,5) > ¢a2(m,4). Elle choisit
g3 : m(5) = {93}, m(2) = {91, 93}, 7(0) = {94, g5}. Puis
4 est sélectionnée : ¢1(m,2) > ¢1(m, 3) et 4 est choisie par
départage d’égalité. Aucun chemin de transfert n’existe de
4 vers w(0), et donc 4 est retirée de T. La méme chose
se produit avec 5. Ensuite, 2 est retiré puisqu’il n’a plus
d’enfants. La feuille 7 est sélectionnée (car ¢3(m,7) >
637, 6)), et prend g : w(7) = {ga}, 7(3) = {g2. 91}
m(0) = {gs}. Ensuite, la feuille 6 est sélectionnée par dé-
partage d’égalité et retirée de T car aucun chemin de trans-
fert n’existe. Enfin, 7 est choisie et sélectionne g5 ; MGYS
se termine aprés avoir retiré les noeeuds 7 et 3. Nous obte-
nons : w(1) = G, m(2) = {g1,93}, 7(3) = {92,094, 95},
m(4) = {91}, 7(5) = {g3}, 7(6) = {92}, 7(7) = {94, 95}.

Notons que MGYS se termine puisque, a chaque étape, soit
des nceuds sont supprimés de 7, soit un bien est retiré de
7(0) par augmentation de chemin. Si 7(0) = (), alors il ne
reste plus de chemin de transfert, et I’algorithme supprime

2. Given two vectors z,y € R for some positive integer ¢, = lexico-
graphically dominates y if there exists k € {1, ..., c} such that z; = y;
forallj € {1,...,k — 1} and zy, > yp.

des nceuds jusqu’a ce que la condition de la boucle while
soit remplie. Avant de montrer que MGYS renvoie une al-
location optimale au sens utilitariste multiniveaux par rap-
port a v, nous présentons quelques lemmes utiles (preuves
dans la version complete du papier).

Lemme 6. L’allocation multiniveaux 7 est non redondante
si et seulement siv;(7) = |7 (i)| pour tous les nceuds i € N.

Nous adaptons le Lemme 2.2 et le Lemme 2.3 de [1V] a
notre cadre multiniveaux :

Lemme 7. Soient w,n’ € 1l deux allocations multini-
veaux non redondantes. Etant donné une feuille © € L
telle que |m(z)| < |n'(x)|, il existe un chemin dans G(r)
de F,(m) vers ©(y) pour une certaine y € L ftelle que
()l > | (y)I-

Lemme 8. Soit m € II une allocation multiniveaux non
redondante. Soit T = (g1,...,9:) l'un des plus courts
chemins de F,(m) vers w(y) pour certains x,y € L. Soit
7' € II lallocation multiniveaux obtenue a partir de
en effectuant I’augmentation de chemin correspondant aT'.
L’allocation multiniveaux 7' est non redondante et vérifie
pour chaque i € N :

|w(D)| +1 sii€ Anc(z) U{z}\ Anc(y)
7 (@) = [r(@)| — 1 sii € Ancly) U {y} \ Anc(a)

|7 (4)] sinon

Lemme 9. L’allocation multiniveaux m € Il maintenue par
MGYS est non redondante a toute itération.

Nous prouvons maintenant que MGYS garantit 1’optima-
lité au sens utilitariste multiniveaux par rapport a v, mais
n’assure pas I’équité multiniveaux.

Théoreme 10. MGYS renvoie une allocation optimale au
sens utilitariste multiniveaux par rapport a v.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que 7* n’est pas
optimale au sens utilitariste multiniveaux par rapport a v.
Soit 7' € II une allocation multiniveaux non redondante
optimale au sens utilitariste par rapport a v minimisant
> wer |tz (m*(2)) — ug (7' ())|. Puisque 7* est non redon-
dante (par le Lemme 9) et n’est pas optimale au sens uti-
litariste multiniveaux (par hypothese), |7*(y)| < |7'(v)|
est vraie pour une certaine y € L (par le Lemme 6). Sup-
posons que |7*(x)| < |x'(z)| est vraie pour toutes les
autres feuilles x € £\ {y,0}. Puisque 7*, 7' sont non
redondantes, nous devons avoir |7*(0)] > |#'(0)]. Soit
7o 1’allocation multiniveaux au début de I’itération ou y
est retirée de 7. Notons que 7y est non redondante par le
Lemme 9. Par construction : |7 (y)| = |7*(v)| < |7'(y)],
|mo(x)] < |7*(z)| < |n'(x)| pour toute z € L\ {0}
et |mp(0)] > |7*(0)] > |#’(0)|. Par le Lemme 7, il y a
un chemin de transfert de F),(mg) vers mo(0) dans G(m),
ce qui contredit la définition de 7. Par conséquent, nous
devons avoir |7*(y")| > |7'(y’)| pour une certaine feuille
y' € L\ {0}. Par le Lemme 7, il y a un chemin de transfert
de Fy (n’) vers 7’(z) dans G(n") pour une certaine z € L
avec |7*(z)| < |n’(2)|. Par le Lemme 8, transférer des




biens le long de ce chemin conduit & une allocation multini-
veaux non redondante 71 telle que |71 (v/)| = |7/ (y/)] + 1,
|m1(2)] = |7'(2)] = 1 et |m(a’)] = |7'(2’)| pour toute
e L\A{Y,z}. Siz = 0, alors vi(m) > vi(n')
(puisque y' a augmenté son utilité sans réduire celle d’au-
cun autre agent), ce qui contredit I’optimalité a la racine
de 7. Si z # 0, alors nous contredisons son hypothése
de minimalité puisque ) . . |[u.(7*(2)) — ug (7' (z))| >
S s (7 (@) = ua(ma ()] O

Théoreme 11. MGYS peut échouer a renvoyer une allo-
cation V-maximisante multiniveaux par rapport a v, méme
lorsque V; € F pour tout v € L.

Démonstration. Considérons I’Exemple 3, et soient 7] et
w5 les allocations multiniveaux renvoyées respectivement
par SMA et MGYS (voir Exemples 3-4). Tant 77 |¢(1) que
T5|c(1) appartiennent a Ag(l). Le bien-étre de Nash pon-
déré est de 3° x 22 = 972 pour 7}|¢(1) et de seulement
2° x 3% = 288 pour m5|¢(1). Ainsi 73|c(1) n'est pas U1-
maximisante par rapport a v. Par conséquent, 73 n’est pas
W-maximisante multiniveaux par rapport a v. Notons que
cette instance constituerait toujours un contre-exemple si
P, était la dominance de Lorenz, le leximin pondéré ou le
bien-étre des p-moyennes pondéré (par ex. avec p = 1).
Des contre-exemples similaires existent dans des cadres
non pondérés. O

Nous énoncons maintenant la complexité temporelle dans
le pire des cas de MGYS (preuve dans le papier complet).
Soit T, le temps dans le pire des cas pour évaluer 1’utilité
d’une feuille (c.-a-d. pour une MRF donnée), et soit b la
dimension maximale des fonctions de gain ¢; pour ¢ € Z.
Pour les notions d’équité considérées ici, b est dans O(1).

Théoreme 12. La complexité temporelle dans le pire des
cas de MGYS est O((n + m)(mT, logm + mn + nb)).

Notons que dans certains cas, SMA peut engendrer une
complexité de calcul beaucoup plus élevée que MGYS.
Cela s’explique par le fait que le calcul de ©;(.S) pour un
nceud interne ¢ € Z et un ensemble S C G nécessite de
résoudre un probleme de partition de matroide, ce qui reste
relativement cotiteux. En utilisant I’algorithme de [ | ©], cela
prend un temps O((m; log m;+n;)-\/m;-Ty,), o m; = | S|
et n; = |£(3)|. A titre d’illustration, considérons une ins-
tance ol m > n, et ou la racine a deux enfants, et appli-
quons SMA en utilisant GYS pour calculer chaque A; lors
des appels récursifs. Le premier appel a la racine nécessite
alors d’exécuter GYS sur deux agents, ou chaque évalua-
tion d’utilité implique de résoudre un probleéme de partition
de matroide. Cela conduit & une complexité temporelle de
I’ordre de m"/?(logm)? - T,, + n/mlogm - T,, + mb rien
que pour I’appel initial, ce qui dépasse déja la complexité
globale de MGYS.

De plus, nous notons également que MGYS est 1égérement
moins général que SMA, car il requiert des notions d’équité
pour lesquelles une fonction de gain cohérente peut étre dé-
finie. Par exemple, définir une telle fonction pour EF1 serait
difficile, comme cela a déja été observé dans [ V].

n m SMA MGYS
Equilibré Peigne | Equilibré Peigne
12 20 3.594 4.850 0.136 0.127
12 50 226.963 | 377.806 2.323 2.120
12 100 - - 18.040 16.192
10 20 2.756 4.854 0.134 0.127
20 20 3.734 4.339 0.164 0.193
30 20 4.184 4.537 0.215 0.213
30 60 525.322 | 736.185 3.632 4.614
40 80 - - 9.048 9.797
150 | 300 - - | 553.209 | 533.791

TABLE 1 — Temps de calcul (en sec.) (p = 0.5).

» Algorithme Arbre équilibré Arbre en peigne
erry erra erry erra
01 MGYS 0.19 2.47 0.18 2.34
) GYS 0.81 3.43 0.84 11.31
05 MGYS 0.00 0.00 0.08 2.80
) GYS 0.97 3.19 1.00  26.66
0.9 MGYS 0.00 0.00 0.00 0.00
) GYS 0.97 3.04 0.97 2751

TABLE 2 — Erreurs pour les instances ne considérant que la dom. de
Lorenz pour n = 15, m = 25.

5 Tests numériques

Nous comparons maintenant les temps de calcul de SMA et
MGYS et évaluons 1’équité de MGYS en mesurant la frac-
tion des instances ol il échoue a renvoyer une allocation W-
maximisante multiniveaux (errq). Pour ces instances, nous
mesurons 1’erreur comme la somme, sur tous les agents, des
différences absolues entre la taille de leur lot et celle dans
une allocation locale W¥;-maximisante (errs). Comme réfé-
rence de base, nous comparons les performances d’équité
de MGYS a celles de GYS appliqué aux feuilles, en met-
tant a jour les lots des nceuds internes en conséquence.

La version complete du papier fournit tous les détails
sur le protocole (matériel, structures d’arbres, préférences,
poids, configuration des algorithmes, parametres de re-
productibilité) ainsi que les résultats numériques complets
(moyennes, écarts-types, intervalles de confiance).

Les tableaux | et 2 présentent les résultats de temps et
d’équité moyennés sur 200 instances, étayant notre ana-
lyse. Le tableau | montre que MGYS surpasse SMA a la
fois en temps d’exécution et en passage a 1’échelle. Pour
des arbres équilibrés et un nombre fixe d’agents (n = 12),
I’augmentation du nombre d’objets (de 20 a 50) fait passer
I’avantage de vitesse de MGYS sur SMA d’un facteur 26
a un facteur 98. Pour un nombre fixe d’objets (m = 20),
MGYS est 20 fois plus rapide que SMA (cependant, ce
ratio reste constant lorsque n augmente). Notons que les
deux algorithmes sont plus sensibles aux augmentations du
nombre d’objets qu’aux augmentations du nombre d’agents
(comme attendu d’apres 1’analyse de complexité). De plus,
SMA atteint la limite de temps de 20 minutes pour des
instances supérieures a 12 agents et 50 objets, tandis que
MGYS traite avec succes des cas beaucoup plus grands (par
exemple, n = 200, m = 400). Le tableau | montre éga-
lement que MGYS est robuste a la structure hiérarchique
sous-jacente, tandis que SMA est moins performant sur les
arbres en peigne que sur les arbres équilibrés. Nous obser-
vons également que le parametre de parcimonie des préfé-
rences p n’a pas d’impact notable sur le temps de calcul.
Nous examinons maintenant 1’équité de MGYS. Le ta-



bleau 2 montre que MGYS échoue rarement & produire
une allocation ¥-maximisante multiniveaux, avec un erry
proche de zéro dans la plupart des cas. Méme avec des
préférences restrictives (p = 0.1), ot MGYS manque la
condition d’équité dans 19% des instances, le taux d’er-
reur reste modéré — en particulier comparé a GYS sur les
feuilles. De plus, dans ces rares cas, les allocations restent
proches de 1’équité (car erry est tres faible). En effet, nous
observons que errs est 1égerement supérieur a 2, ce qui
indique qu’en moyenne, 1’allocation calculée par MGYS
differe d’une allocation équitable multiniveaux d’un seul
objet mal attribué (puisque err, compte chaque objet mal
attribué deux fois). La version complete du papier montre
que ces résultats se maintiennent pour différentes tailles
d’instances, différentes notions d’équité et ne se dégradent
que légerement pour les arbres en peigne. Cette forte per-
formance en matiere d’équité est particulierement remar-
quable compte tenu des mauvais résultats obtenus par GYS
appliqué aux feuilles. En effet, nous observons que non
seulement GYS échoue presque toujours a calculer une al-
location ¥-maximisante multiniveaux par rapport a v (avec
un err; trés proche de 1), mais il peut aussi étre loin d’étre
équitable, surtout pour les arbres en peigne (erry pouvant
étre tres élevé). Ces résultats montrent que calculer une al-
location équitable multiniveaux est fondamentalement dif-
férent de simplement résoudre une allocation mono-niveau
au niveau des feuilles.
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